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Rappel du chapitre 1

e Gestion de portefeuille (pas d'actif sans risque)

1=x+Xx,+...+Xx,
X, >0...achat

x,<0...vente
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Rappel

e Cadre temporel [t=0, t=1] :
- ex ante (aujourd'hui) W,
- ex post (demain, dans un an, etc.)

e Rendement d'un portefeuille « P »

~y ~y

R =X, Ri+X,R,+..+x Ry
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Rappel

e Le but de la gestion de portefeuille est de trouver le portefeuille
optimal

.POUR... (X1, Xy, s Xg)

- le « client »,

- le « gérant »,

- |'« Investisseur institutionnel »

— une société d'assurance, un fonds d'investissement

e Portefeuille optimal : qui maximise 'espérance
d'utilité pour l'investisseur, par exemple

max U, (W,R )=E(R,)—5—~—Var(R))

21,(W,) p
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Rappel : portefeuille optimal/efficient

e |l faut distinguer optimalité et efficience d'un
portefeuille :

— un portefeuille optimal est un portefeuille efficient qui dépend
de l'aversion au risque du gérant (donc en particulier de sa
richesse initiale)

— mais tout portefeuille efficient n'est pas optimal ( il existe une
Infinité de portefeuilles efficient)

« Définition d'un portefeuille efficient :

— Il maximise l'espérance de rendement a variance donnée
— Il minimise la variance de rendement a espérance donnée

Thierry Granger. Université Paris Dauphine 5



Rappel : la frontiere des
portefeuilles efficients

hid -
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Exemple numérique

!

H’;U¢
|
=~

[l

O N O

S W O -

Rentabilitée anticipée de 2 titres
Probabilité des « états du monde » : ¥

Questions : constituer la base de données, calculer la frontiere
des portefeuilles efficients...
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Exemple (suite) : base de données

)

Espérances des rendements des titres

E,
E,

E(R,)
E(R,)

E=

AN

V = 0110,

:(3/2 —2)
O421622

—2 6

Variances des rendements des titres
(matrice des variances-covariances)
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Exemple (suite)

e Le programme de minimisation de la variance
appliqgue le 1er critere de sélection des portefeuilles
efficients :

fmin Vp:<X1)2011(X2)2022+2X1X2012
X1,Xy

E =x,E+xE,
I=x,+x,

\

Cas particulier a 2 titres : a chaque valeur de x, correspond 1 seule valeur de x,,
une seule valeur de E et une seule valeur de V.
Et réciproguement.
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Exemple (suite)

» Apres substitution des contraintes dans la
fonction objectif, on obtient

23
Vp—7Ep—30Ep+20

On cherche les solutions de cette équation du
2" degre en fonction de V|

23 - B
7Ep—30Ep+20—Vp—O
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Exemple (suite)
...on retient la solution Epla plus grande

2
max E, s.c. 0,

...dans ce programme qui appligue le 2° critere de
sélection des portefeuilles efficients

30 1
= F = 46 0°—20
P93 23J
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Exemple (suite) : graphigue (a

p

30/23

Courbes d'indifference
Esperance/Ecart-type

A
Frontiere des
portefeuilles
efficients
(Markowitz)
Portefeuille de
marche
Portefeuille optimal
pour agent tres
""" averse au risque
— o
0 ~10/23 o
P
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Exemple (suite) : graphique (b)

P2

30723

A Portefeuille optimal
pour agent tres
tolerant au i
Frontiere des
portefeuilles
Portefeuille de efficients

marche (Markowitz)

- =

| |
0 ~10/23 5,
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Chapitre 2 — Gestion de
portefeullle avec un actif sans
risque

Thierry Granger. Université Paris Dauphine
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Définition de l'actif sans risque

e Sur une période courte, il existe dans I'économie des
placements sans risque ou des actifs sans risque. Par
exemple un bon du Trésor est un actif sans risque :

— Il est connu avec certitude en valeur nominale (par exemple 2,25 %
sur un an.

- Le taux d'inflation est connue également avec certitude sur 1 an, par
exemple, 1 %

— Donc le taux d'intérét reel est de 1,25 % qui est certain

(Sur de petites périodes, inférieures a 6 mois, on raisonne en
valeur nominale du taux d'intérét, connue avec certitude)
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Notation d'un actif sans risque

R,=1+r, non aléatoire

Exemple numérique, actif de taux de rendement
20 %

1,20
11,20
Ry=]1,20
1,20
1,20
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Report d'un actif sans risque dans le
graphique de la frontiere efficiente

Ry ¢

e

actif sans risque

P

portefeuilie
efficient
quelcongue

0
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Calcul du rendement d'un nouveau
portefeuille comprenant 'actif sans risque et
un portefeuille P (efficient)

Ny

R = uR +(1—p)R,

U : la proportion du portefeuille P dans le nouveau
portefeuille

~

R . le rendement du nouveau portefeuille
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Calcul de l'espérance de rendement du
nouveau portefeullle...

E(R)=FE = uE, + (1 — p)Ry
Var(R) = 0 = Var(uR,) = plo:

On déduit de la variance

O=uo, = =

Op

Thierry Granger. Université Paris Dauphine
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...calcul de I'espérance de rendement du
nouveau portefeuille (suite)

... ce qui implique une espérance du nouveau portefeuille

E, — Ry

Op

.E:( )0+Ro

On constate que la relation entre E et o est lineaire : |l
s'agit d'une droite passant par R, et le point (E,,0,).
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Les espérances de rendement du nouveau
portefeuille en fonction de P quelcongue

portefeuille
Ry ¢ efficient

//C’ quelcongue

actif sans risque

0 5
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Recherche du meilleur portefeuille efficient

Ry ¢

A

actif sans risque

Droite du
marche du

capital
le meilleur

portefeuille

efficient
\rn

FPE

|
!
|
|
|
l =
0 0']\
‘ Up
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Définition de la droite du marché du
capital

On appelle « droite du marché du capital »
I'ensemble des portefeulilles efficients lorsqgu'il
existe un actif sans risqgue dans lI'ensemble des

titres de I'économie.

La droite du marché du capital (DMC) passe par
le point (O, R,) et le point de tangence (o, E,,) a
la frontiere des portefeuilles efficients.

E.,, — R
E = OO‘
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Théoreme de separation de Tobin-
Sharpe

Tout portefeulille efficient est la combinaison de 2
fonds :

e Un fonds sans risque de proportion 1-L
« Un fonds risqué m de proportion p

Le fonds risqué m est le « portefeuille de
marché » (ce que nous allons demontrer)

Thierry Granger. Université Paris Dauphine
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Définition du portefeuille de marche
Le portefeuille tangenciel est le « portefeuille de marché »
'+ x5 + ...+ =1

dont les proportions sont égales aux capitalisations boursieres
relatives sur les marchés boursiers.

Intuitivement : puisque tous les gerants ont la méme information
sur les titres (la méme base de données), ils composent leur
portefeuille avec le méme portefeuille tangenciel qui se reflete
dans les capitalisations boursieres du marché boursier.

Thierry Granger. Université Paris Dauphine
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Construction du portefeuille de
marché

Supposons qu'il existe N agents dans I'économie, chaque agent est noté j

I=1,...,N

Et le portefeuille de I'agent / est noté en général

Tio+ T4 + x5+ ...+ T =

Thierry Granger. Université Paris Dauphine
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...construction du portefeuille de
marche...

Par le théoreme de séparation, ce portefeuille est constitue
de 2 mémes fonds, ou m désigne le portefeuille tangenciel

(1 — pi) + pi (2 + 20 + ..+ 2R) =1

Avec 1 — u; = x;0

la proportion de titre sans risque
Et n;

la proportion du portefeuille de marche

Thierry Granger. Université Paris Dauphine
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..construction du portefeullle de
marché

Sachant que la valeur du patrimoine financier d'un
agent / est W, la valeur totale du titre k sur le

marché boursier est

N
Z pi xy Wi
—1

Et la capitalisation boursiere relative du titre k est,
apres simplification

N
ZZZ:]%TMZ%;VW T7'  CQFD
i=1 Hi

Thierry Granger. Université Paris Dauphine 28




Exercice (suite)...

Rappel de I'éguation de la frontiere des
portefeuilles efficients

E,=3 + 4607~ 20

23 23
On suppose que le portefeuillle de marche est
T =Ty = 5

Question : trouver I'équation de la droite du
marché du capital ?

Thierry Granger. Université Paris Dauphine
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..exercice : representation
graphigue

Droite du
marche du
E . capital

actif sans
risque

U,EJ
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exercice... calcul de la DMC

e || faut calculer les parametres s et R,de
I'équation de la tangente a la FPE

E:SO+R0

e S peut étre calculé a partir de la derivee de la
FPE, pour les valeurs (o,,,E,,)

e R, peut étre ensuite deduit de I'equation de la
droite sachant s, o,,et E,,

Thierry Granger. Université Paris Dauphine
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..exercice (suite)...

e Ce gue nous connaissons :

Thierry Granger. Université Paris Dauphine
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...exercice (suite)...

e Ce gue nous pouvons déduire

OF 1 1 1
Jo ( 0)23 2 /4602 — 20

on a remplacé o par o,,.

S

3
Ro = Ep — s0m = 5 —0,4157 x 0,9354 = 1,111

Thierry Granger. Université Paris Dauphine
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...exercice (fin)

Droite du  pente :
marche du s = 04157
capital

Ry=1,11

P
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Chapitre 3. Détermination des prix
d'équilibre des actifs financiers

Thierry Granger. Université Paris Dauphine
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Pourquol a-t-on besoin de connaitre
la theorie des prix d'equilibre ?

e La theorie, si elle est assez exacte, permet de
comprendre les raisons des prix des actifs

e La théorie, si ..., permet de comprendre une
nausse et une baisse de prix

e La théorie, si ..., permet de savoir si un actif est
surévalué ou sous-évalué — s'il y a une
« bulle » positive ou négative sur un actif

Thierry Granger. Université Paris Dauphine 36



...et pratiguement

* Profiter d'« occasions d'arbitrage » :

— acheter les actifs sous-évalués
— vendre les actifs surévalués

ou

— acheter le portefeuille de marché
— vendre le portefeuille de marché

e C'est ce gu'on appelle une « gestion active » de
portefeuille, par opposition a une « gestion passive »

Thierry Granger. Université Paris Dauphine



Le critere d'absence d'occasion d'arbitrage (AOA)
permet de distinguer les situations d'équilibre ou
de déséquilibre

e On suppose gu'll existe une base de données

- A

E,V
e On compose un portefeuille efficient de caracteristiques
(E, o)

e |l doit étre sur la DMC en I'AOA pour tous les agents

E—En—FRosy B o« E-Fo_ En—Rg

Om, o Om,
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Occasion d'arbitrage et absence
d'équilibre

e S'll existe un portefeuille (E', ') dont le ratio rendement/risque est inférieur
au rendement moyen du marché, on ne l'achetera pas (on le vendra)

E' — R, _ E., — R, A B

/

o Tm

o S'll existe un portefeuille (E"”, ¢") dont le ratio rendement/risque est
supérieur au rendement moyen du marche, on l'achetera

E" — Ry >Em—R0

4

o Om

e Pas d'equilibre des espéerances et des variances de rendements des actifs

Thierry Granger. Université Paris Dauphine 39



Absence d'occasion d'arbitrage et
equilibre
e A l'équilibre, il y a

(1) absence d'occasion d'arbitrage sur un

portefeuille entier
EF—-—Ry FE, — Ry

o Om
(2) absence d'occasion d'arbitrage dans le

cas d'un changement marginal du portefeuille
efficient ox;

Oo(FE—R
S B~ R,

Oo

— o)
833j m
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Formes de I'équation du rendement
d'un portefeullle

~

R = ($1R1 + ...+ a:j}?j + ...+ CUKRK) + (1 — Ty — ... =T — ...QZK)RO (1)
R:,u[(xa”fﬁ —|—...—|—:13§”’}~3j + ..+ 2TRg)| + (1 — p)Ry (2)

R
E = (iL'lEl + ...+ CL’jEj + ...+ CUKRK) + (1 — X1 — . — .CIZj — ...ZCK)R() (3)
E=p@l"Er+. .+l Ej+ .+ 2 g R )+ (1 —px" — . —px —.uxi )Ry (4)

Thierry Granger. Université Paris Dauphine 41



Calcul de la dérivee par rapport a
'espérance

 De I'éguation (3) on déduit la premiere dérivée

O(E — Ryp)
C?CEj

— E; — R, (4)

Thierry Granger. Université Paris Dauphine
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Forme de I'equation de |'écart-type
du rendement d'un portefeuille et

derivee...
K K
U:\S:S:xaxkgak:\/f(xla 733K) (5>
a=1 k=1
do 1 fj 123 xkow (6)
Ox; 2+ f 2 %

Thierry Granger. Université Paris Dauphine 43



oo
Ox: j

..suite du calcul de la dérivée de

'ecart-type...

Zk . 21, Cov(Ry, R)) _ Zle pa Cov(Ry, R;) (7)
\/Va'r (R) \/,u Var(R,,)
0o Coy( R,, R Oim
) _ Zim )

8333 \/ Var(R Im

Thierry Granger. Université Paris Dauphine
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...finalement, a I'équilibre...

8(E—Ro)
8333' o Em T RO
Oo -
oz, Im

En utilisant les dérivées (4) et (8) on obtient

8(E — R()) Em — RO do

— 9

(9333' Om 82133' ( )
o)m

— Ej — RO — (Em — RO) (;_]2 (10)

Thierry Granger. Université Paris Dauphine 45



...le Capital Asset Pricing Model
(CAPM)*

E; — Ry = (B — RO)UUJ;%T = (Em — Ro) B

équation (10) pour j =1, ..., K.
e e béta du titre j représente le risque du titre J.

e Ce risque n'est pas absolu (variance du titre ))
mais relatif au marché (covariance par rapport
au rendement du marche).

e Sile béta est egal a 1, le rendement du titre est
le méme que celui du marché

* traduction en francais : Modele d'évaluation des actifs financiers (Médaf)

Thierry Granger. Université Paris Dauphine 46



Interprétation des bétas (1)

Une sorte d'élasticité (raisonnement en %)

Si 3, =3: le rendement du titre j augmente de 3 % en

moyenne lorsque le rendement du marché dans son
ensemble augmente de 1 % en moyenne

Si 3, =0,5: le rendement du titre j augmente de 0,5 %

en moyenne lorsque le rendement du marché dans son
ensemble augmente de 1 % en moyenne

B; <0 :rare, « valeur refuge »

Thierry Granger. Université Paris Dauphine 47



Interprétation des bétas (2)

e Dans le premier cours, on avait montre gue le risque — au
sens de la variance du rendement — d'un portefeuille
composé de nombreux titres (approximativement le
portefeuille du marché) tendait a étre égal a la covariance
moyenne des titres entre eux

e Dans le CAPM on retrouve cette idee que le risque d'un
titre particulier est une covariance, mais relative : selon
gue celle-ci est au dessus ou en dessous de la
covariance moyenne (donnee par la variance du marche)
son rendement sera plus élevé ou moins elevée que le
rendement du marche

Thierry Granger. Université Paris Dauphine 48



Interpretation des bétas (3)

Le risque d'un titre est mesuré par le béta d'un titre

Le rendement du titre sans risque, R,, est suppose
exogene

Le rendement du marche, E,,, est suppose exogene

Le béta d'un titre est donc le seul facteur explicatif de
'espérance de rendement d'un titre, E; (endogene)

OU : le béta d'un titre est le seul facteur explicatif de
'espérance de la prime de risque sur le titre, E, — R,

(endogene)

Thierry Granger. Université Paris Dauphine
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Droite du marché des titres

E A Droite du
marché des
titres
EJ,- ..............................
E, |-
|
EEI """" I
|
Ry ¢ |
|
|
|
. |
=1/ b o=1 S a
0 Ba=12 P =2 B

NB : Les valeurs négatives des bétas sont omises
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Interprétation de la pente de la DMT
etde R....

e Lapente delaDMT estegaleaE, _R,

e R, estun taux d'intérét a court terme (suppose

nominal) donc déterminé par la Banque centrale, qui
réeagit a I'etat de la conjoncture macroéconomique,
en particulier au taux d'inflation anticipé

e E, estdeterminé par |'état de la conjoncture

macroeconomique d'une part et des facteurs
structurels comme la demographie et I'aversion au
risque (ou la tolérance au risque) dans la population

Thierry Granger. Université Paris Dauphine 51



Actuellement, la pente de la DMT et
la valeur de R,...

e La politique monétaire accommodante de la BCE, dans un
contexte de tres faible inflation implique un taux sans risque
nominal, R,, tres faible

 Début 2015, des anticipations plus optimistes des
entrepreneurs engendrent une hausse importante des
actions en bourse, E,,: + 20 % environ depuis le debut de

I'année) : la bourse anticipe la reprise ?

e La hausse des cours en bourse des actions peut aussi
s'expliquer par I'abondance des liquidités fournies par la BCE
et le manque d'investissement réel profitable : moment de
bulle financiere ?

Thierry Granger. Université Paris Dauphine 52



CAPM sous forme prix

E(R;) — Ry = (E(Ry,) — Ro) 8;

Cov (yj 7ym)
Bly) o [Bm) 1w
R() — RO
v; Vo va?;(ym)

53



Endogenes et exogenes dans le
CAPM sous forme prix

Endogenes (5 =1, ..., K)

E(y;) {E(ym) . } cov(Yy, Ym)
Ry Ry " var(ym)

’Uj:

Exogenes :
K

ymzzyk

k=1

VUm — E Vi

k=1

Ry

Thierry Granger. Université Paris Dauphine
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FIn du deuxieme cours

Thierry Granger. Université Paris Dauphine
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