CEA 2017 Premiére année
Lois a densité usuelles

1. Variables a densité

On appelle densité de probabilité toute fonction f définie sur R, & valeurs positives ou nulles,

telle que :
“+o0
/ flx)dz =1
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Les densités effectivement utilisées en modélisation sont des fonctions continues sur R, privé au
maximum d’un nombre fini de points, mais rien n’interdit d’utiliser des fonctions plus générales. !

Définition

On dit qu’une variable aléatoire X est absolument continue (ou « & densité ») s’il existe une
densité de probabilité f telle que, pour tout intervalle non vide I de R, la probabilité que X
appartienne & I soit égale a l'intégrale de f sur I :2

P[XGI]:/If(x)dx

On dit alors que X admet f pour densité ou que f est une densité de X.3

Propriétés de la fonction de répartition d’une variable a densité

Soit F : & — P[X < z] la fonction de répartition d’une variable aléatoire X de densité f.

Alors F est continue sur R et, pour tout point de continuité = de f, la fonction F est dérivable
en z et admet f(x) pour dérivée en z.

Caractérisation des variables a densité

Soit X une variable aléatoire réelle, de fonction de répartition F'.

F'(z) si F est dérivable en z

Soit f la fonction définie par :  f(z) = )
0 sinon

Alors X est absolument continue si et seulement si f est une densité de probabilité.

Dans ce cas, la fonction f est une densité de X.*

1. Il convient alors de disposer d’une notion d’intégrale adaptée & ce contexte général, I'intégrale de Lebesgue par
exemple.
2. La formule donnant les probabilités liées & X s’étend alors & toutes les parties boréliennes de R

VB € B(R), P[XEB}:/Bf(x)d$.

3. Les fonctions positives qui coincident presque slirement avec f sont aussi des densités de X. Il n’y a donc pas
unicité de la densité f de X, mais les intégrales [ f(z)dz ne dépendent pas de la « version » choisie pour f.

I
De meéme, ’adhérence de ’ensemble des points ol une densité de X est strictement positive ne dépend pas de la
densité choisie : ¢’est le plus petit ensemble fermé auquel la variable X appartient presque stirement, appelé le support
de X.
4. Une condition suffisante pour que X soit absolument continue est que sa fonction de répartition soit & la fois
continue sur R, et de classe C! sur R privé éventuellemet d’un nombre fini de points.



2. Lois uniformes

On dit que X suit la loi uniforme sur le segment [a, b], notée U[a,b] (ot a < b) si elle admet
pour densité :
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b) Moyenne, variance, asymeétrie, aplatissement
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c) Fonction génératrice des moments
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d) Simulation Excel de U|a, b]

x=a+ (b—a)* ALEA()

e) Utilisation

La loi uniforme continue est utilisée pour modéliser un aléa « équiréparti » ou, dans un cadre
bayésien, comme distribution a priori non informative.

3. Lois normales

On dit que Z suit la loi normale standard, notée N(0,1), si elle admet pour densité :
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La fonction de répartition ® : x — —— / et /2 dt de Z et sa fonction réciproque @1
V2T J—so

sont disponibles sous Excel :

®(z) = LOLNORMALE.STANDARD (z)
®~!(p) = LOLNORMALE.STANDARD.INVERSE (p)

Exemples
e &(1)=1-P(—1) = LOLNORMALE.STANDARD (1) ~ 0, 841
e $(2)=1-—d(—2) =LOLNORMALE.STANDARD (2) ~ 0,977
e &(3)=1-P(—3) = LOL.NORMALE.STANDARD (3) ~ 0,999

e ®71(0,95) = LOLNORMALE.STANDARD.INVERSE (0, 95) ~ 1, 645
d’oi : P[—1,645 < Z < 41,645 ~ 90%



e ®1(0,975) = LOLNORMALE.STANDARD.INVERSE (0, 975) ~ 1, 960
d'ott : P[~1,96 < Z < +1,96] ~ 95%

e ®1(0,995) = LOLNORMALE.STANDARD.INVERSE (0, 995) ~ 2,576
d'ott : P[—2,576 < Z < +2,576] ~ 99%
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X
On dit que X suit la loi normale N(u,0?) (0 > 0) si Z = suit la loi normale standard.

La variable aléatoire X admet alors pour densité

| oy ) (= p)?
S —s — = e 202
Ix AN o
et pour fonction de répartition
FX:xHCI)(x_'u) .
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Sous Excel :
() = LOLNORMALE (z; p; 0; FAUX)

fx
Fx(z) = LOLNORMALE (z; u; 0; VRAI)
F5'(p) = LOLNORMALE.INVERSE (p; 11; o)

a) Moyenne, variance, asymétrie, aplatissement

o EX)=ypu
e V(X)=0?
e Nn(X)=0
e 72(X)=0

b) Fonction génératrice des moments

t2

M/\/(O,l)(x) = E(etz) = exp(g)

Mo (@) = B(eX) = B(e!W+79) = exp(ut + )

¢) Simulation Excel de N(u,o?)

2 = LOLNORMALE.INVERSE (ALEA(); 1; 0)

d) Convolution
N(p, o) x N(v,7%) = N+ v,0% + 1)

e) Utilisation

Chaque fois qu’une quantité aléatoire résulte d’un cumul d’aléas indépendants et de petite taille
par rapport a leur valeur cumulée, on peut raisonnablement s’attendre & ce qu’une modélisation
par une loi normale soit adaptée.



4. Lois Gamma

On dit que X suit la loi I'(v, A), ou v et A sont deux réels strictement positifs, appelés respecti-

vement paramétre de forme et paramétre d’échelle, si elle admet pour densité :
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ou I'(v) = / t"~te~tdt.?
0

La densité f,, la fonction de répartition F, de X et sa fonction réciproque F;l sont disponibles

sous Excel :

f. () = LOLGAMMA (z; ; \; FAUX)
F, (¢) = LOLGAMMA (z; v; \; VRAI)
F71(p) = LOLGAMMA.INVERSE (p; v; \)

a) Cas particuliers

e T(1,)) est la loi exponentielle d’espérance A, qui est la loi du temps d’attente de la

premiére arrivée d’un processus de Poisson homogéne d’intensité \.

o T g, 2), appelée loi du khi-deux a n degrés de liberté, est la loi de la somme des carrés

de n variables aléatoires indépendantes suivant chacune la loi normale standard.

b) Moyenne, variance, asymeétrie, aplatissement

o E(X)=M
° V(X):)\V
. m(X)= -2
] NG
o pa(X) ="

b) Fonction génératrice des moments

1

Mrpy(2) = B(e'™) = ESUE

¢) Simulation Excel de N (u, 02)

2 = LOL.GAMMA INVERSE (ALEA(); v; \)

d) Convolution

D, \) «T (v, \) =T(n+ v, A)

e) Utilisation

Les lois I' peuvent étre utilisées pour modéliser des variables unimodales & valeurs positives,
comme des durées de vie ou des cotits de sinistres. En assurance IARD, elles permettent aussi de
décrire la structure de risque d’un portefeuille hétérogéne dans un but de tarification & posteriori.

+oo
. La fonction gamma d’Euler, T : x — / t*~ 1 e~tdt est définie sur ]0, +oo| et vérifie les propriétés suivantes :
0

1
i F(5) =V
e Pour tout z > 0, I'(z + 1) =z T'(x)
e Pour tout n € N, I'(n + 1) = n!

—+oo
e Pour tout k € N* et tout z > 0, I'®) () = / (In(t))* t*~ e tde .

On peut en calculer les valeurs numériques a ’aide de la fonction Excel « GAMMA ».



